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Про добуток перiодичних функцiй
О.А. Сарана1
У данiй статтi розглядадається важливе питання теорiї функцiй дiйсної змiнної
— перiодичнiсть функцiй, зокрема задача про перiодичнiсть функцiї, яка є добутком
перiодичних функцiй. В основi дослiдження лежить використання загальних власти-
востей перiодичних функцiй, теореми Кронекера та елементiв математичного аналiзу.
Дану статтю можна вважати логiчним продовженням робiт [1], [2], [3].
1. Перiод функцiї.
Означення 1. Функцiя f називається перiодичною, якщо iснує число T 6= 0 таке,
що для кожного x iз областi визначення виконуються такi умови:
а) числа x  T та x+ T також належать цiй областi;
б) f(x+ T ) = f(x).
З умови б) випливає також рiвнiсть f(x  T ) = f(x).
Число T називається перiодом функцiї. Очевидно, якщо числа T1 та T2 є перiодами
функцiї, то при всiх m 2 Z; n 2 Z число mT1 + nT2 теж є її перiодом.
Означення 2. Нехай f — перiодична функцiя. Найменший додатний перiод цiєї
функцiї називається її головним перiодом(або основним перiодом).
Якщо функцiя f перiодична з головним перiодом T; то функцiї y = f( x); y =
af(x); де a 6= 0; y = a+ f(x), y = f(x+ a) також перiодичнi з головним перiодом T , а
функцiя y = f(ax), де a 6= 0; перiодична з головним перiодом T1 = Tjaj :
Не кожна перiодична функцiя має головний перiод. Прикладом перiодичної фун-
кцiї без головного перiоду є добре вiдома функцiя Дiрiхле f(x) =

1; якщо x 2 Q;
0; якщо x =2 Q;
перiодами якої є всi вiдмiннi вiд нуля рацiональнi числа.
Наведемо деякi важливi твердження про властивостi та умови iснування головного
перiоду, якi детально висвiтлено в [1], [2].
Теорема 1 ([1]). Нехай неперервна перiодична функцiя f задана на множинi
A  R i не є сталою. Тодi вона має головний перiод.
Теорема 2 ([2]). Якщо перiодична функцiя f : R ! R має хоча б одну точку
неперервностi, то або функцiя f є сталою, або ця функцiя має головний перiод.
Теорема 3 ([1]). Якщо функцiя f перiодична i має головний перiод, то всi її пе-
рiоди є кратними головному перiоду.
2. Всюди щiльнi множини та теорема Кронекера.
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Означення 3. Множина M  R називається всюди щiльною в множинi дiйсних
чисел R; якщо кожний iнтервал (; )  R мiстить хоча б один елемент множини M .
Найпростiшими прикладами всюди щiльних в R множин є множина Q рацiональ-
них чисел, множина RnQ iррацiональних чисел. Цiкавий приклад всюди щiльних в R
множин дає наступна теорема.
Теорема 4 (Кронекера). Для довiльного iррацiонального числа  множина
fm+ n; m; n 2 Zg
є всюди щiльною в R:
Доведення цiєї теореми наводяться в [2], [4].
Очевидно, якщо множина M є всюди щiльною в R; то при довiльному дiйсному
значеннi a 6= 0 всюди щiльними в R також є множини fa+ x; x 2Mg, fax; x 2Mg.
Означення 4. Вiдмiннi вiд нуля числа T1, T2 називаються сумiрними, якщо їх вiд-
ношення є рацiональним числом. У протилежному випадку числа T1, T2 називаються
несумiрними.
При дослiдженнi задачi про перiодичнiсть добутку двох перiодичних функцiй бу-
демо використовувати таке твердження, яке є наслiдком теореми Кронекера.
Теорема 5. Нехай числа T1 2 R; T2 2 R є несумiрними. Тодi множина
fmT1 + nT2; m;n 2 Zg
є всюди щiльною в R:
3. Перiодичнi функцiї, якi не мають головного перiоду.
У випадку, коли перiодична функцiя не має головного перiоду, множина її перiодiв
є всюди щiльною в R (див. [2]). Наприклад, множиною перiодiв функцiї Дiрiхле є
множина всiх рацiональних чисел.
Переконатись у тому, що перiодична функцiя не має головного перiоду, можна за
допомогою твердження, яке випливає з теореми 5.
Теорема 6. Нехай несумiрнi числа T1 2 R; T2 2 R є перiодами функцiї f(x): Тодi
функцiя f(x) не має головного перiоду.
Приклад 1. Функцiя
f(x) =

1; якщо x 2 fa+ bp2; a; b 2 Zg;
0; якщо x 62 fa+ bp2; a; b 2 Zg
не має головного перiоду, оскiльки серед її перiодiв є несумiрнi числа T1 = 1; T2 =
p
2.
З теорем 2 та 6 безпосередньо випливає таке твердження.
Теорема 7 ([3]). Нехай несумiрнi числа T1 2 R; T2 2 R є перiодами функцiї f: Тодi
або f(x) = const, або f(x) розривна в кожнiй точцi.
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4. Задача про перiодичнiсть суми функцiй.
Нехай f i g — визначенi на множинi D  R, вiдмiннi вiд сталих перiодичнi функцiї.
Нехай головний перiод функцiї f дорiвнює T1, а головний перiод функцiї g дорiвнює
T2. Можливi такi випадки.
1) Нехай вiдношення T1
T2
= r є рацiональним числом. Подамо це число у виглядi
нескоротного дробу: r = m
n
, де m 2 N; n 2 N. Тодi число T = nT1 = mT2 є одночасно
перiодом як функцiї f , так i функцiї g. Тому це число також є перiодом функцiй
f  g, f  g та f
g
(на множинi fx 2 D : g(x) 6= 0g). Отже, якщо функцiї f(x); g(x) є
перiодичними, то умова сумiрностi їх перiодiв є достатньою умовою перiодичностi їх
суми, рiзницi, добутку, частки.
Знайдене число T є найменшим, для якого числа T
T1
та T
T2
є натуральними. Його на-
зивають найменшим спiльним кратним сумiрних додатних чисел T1; T2 та позначають
НСК(T1; T2): Цiкаво, що число T = НСК(T1; T2) не обов’язково є головним перiодом
функцiй f  g, f  g та f
g
.
Приклад 2. Функцiя y = sin 3x має головний перiод T1 = 23 , функцiя y = sin 5x
має головний перiод T2 = 25 ; НСК(T1; T2) = 2. Але головним перiодом функцiї y =
sin 3x sin 5x є число T =  (покажiть це самостiйно).
Нехай f1; f2; : : : ; fn — визначенi на множинi D  R, вiдмiннi вiд сталих перiодичнi
функцiї, головнi перiоди яких вiдповiдно дорiвнюють T1; T2; : : : ; Tn. Нехай числа T1,
T2, . . . , Tn є сумiрними, тобто вiдношення будь-яких двох iз цих чисел є рацiональним
числом. Очевидно, що будь-яка функцiя, отримана за допомогою скiнченної кiлькостi
арифметичних операцiй над функцiями f1; f2; : : : ; fn також є перiодичною. Одним з її
перiодiв є число T = НСК(T1; T2; : : : ; Tn) (див. також [1]).
2) Нехай вiдношення T1
T2
= r є iррацiональним числом. У цьому випадку сума
функцiй f(x); g(x) може бути як перiодичною, так i неперiодичною. Для побудови
прикладiв ми використаємо допомiжну множину. Позначимо
M =

k + l
p
3 +m
p
5 + n
p
7; k; l;m; n 2 Z	:
Множина M є всюди щiльною в R. Кожне її число єдиним способом подається у
виглядi x = k + l
p
3 + m
p
5 + n
p
7; k; l;m; n 2 Z (покажiть це самостiйно), тому
функцiї у наступних прикладах визначенi коректно.
Приклад 3. Нехай
f(x) =

k2 + l2 +m2; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM:
Дослiдимо цю функцiю на перiодичнiсть. Якщо f(x) 6= 0; то f(x + T ) 6= 0; тоб-
то x; x + T 2 M: Звiдси T 2 M; а отже будь-який перiод f(x) слiд шукати у ви-
глядi T = a+ b
p
3 + c
p
5 + d
p
7; де a; b; c; d 2 Z: Неважко перевiрити, що рiвнiсть
f(x+ T ) = f(x) буде тотожнiстю лише при T = d
p
7; d 2 Z: Отже, функцiя f(x)
перiодична, її головний перiод T1 =
p
7.
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Нехай g(x) =

l2  m2 + n2; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM: Ця функцiя теж перiодична, її го-
ловний перiод T2 = 1. Функцiя f(x) + g(x) =

k2 + 2l2 + n2; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM теж є
перiодичною, а її головний перiод
p
5 є несумiрним з числами T1; T2. При цьому фун-
кцiя f(x)   g(x) =

k2 + 2m2   n2; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM теж є перiодичною, а її головний
перiод
p
3 теж є несумiрним з числами T1; T2.
Приклад 4. Нехай f(x) =

k2 + l2; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM: Ця функцiя перiодична та
не має головного перiоду. Її перiодами є всi числа вигляду c
p
5 + d
p
7; де c; d 2 Z;
c2 + d2 6= 0. Нехай g(x) =

m2   l2; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM: Ця функцiя теж не має головного
перiоду, її перiодами є всi числа вигляду a + d
p
7; де a; d 2 Z; a2 + d2 6= 0. Функцiя
f(x) + g(x) =

k2 +m2; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM є перiодичною та не має головного перiоду, її
перiодами є всi числа вигляду b
p
3 + d
p
7; де b; d 2 Z; b2 + d2 6= 0.
У прикладах 3, 4 функцiї f(x); g(x) є розривними на всiй числовiй прямiй. У ви-
падку, коли функцiї f(x); g(x) є неперервними на всiй числовiй прямiй, правильне
наступне твердження.
Теорема 8. Нехай f(x) i g(x) — неперервнi на R; вiдмiннi вiд сталих та перiо-
дичнi функцiї. Якщо головнi перiоди цих функцiй несумiрнi, то функцiя f(x) + g(x)
неперiодична.
Рiзнi доведення цього твердження мiстяться в [2], [3].
5. Задача про перiодичнiсть добутку перiодичних функцiй.
Наступнi приклади показують, що добуток та частка функцiй з несумiрними пе-
рiодами також можуть бути перiодичними функцiями.
Знову використаємо множину
M =

k + l
p
3 +m
p
5 + n
p
7; k; l;m; n 2 Z	:
Приклад 5. Нехай f(x) =

k2+1
l2+m2+1
; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM: Ця функцiя перiодична, її
головний перiод T1 =
p
7. Нехай g(x) =

l2+m2+1
n2+1
; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM: Головний перiод
цiєї функцiї T2 = 1. Функцiя f(x)  g(x) =

k2+1
n2+1
; якщо x 2M;
0; якщо x 2 RnM теж є перiодичною,
але не має головного перiоду, її перiодами є всi числа вигляду b
p
3 + c
p
5; де b; c 2 Z,
b2 + c2 6= 0.
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Приклад 6. Нехай f(x) =

k2+1
l2+m2+1
; якщо x 2M;
1; якщо x 2 RnM: Ця функцiя перiодична, її
головний перiод T1 =
p
7. Нехай g(x) =

n2+1
l2+m2+1
; якщо x 2M;
1; якщо x 2 RnM: її головний перiод
T2 = 1. Функцiя f(x)g(x) =

k2+1
n2+1
; якщо x 2M;
1; якщо x 2 RnM теж є перiодичною, але не має головного
перiоду, її перiодами є всi числа вигляду b
p
3 + c
p
5; де b; c 2 Z; b2 + c2 6= 0.
Функцiї з прикладiв 5, 6 є розривними на всiй числовiй прямiй. Якщо ж функцiї
f(x); g(x) є неперервними та перiодичними, умова сумiрностi їх перiодiв є також не-
обхiдною умовою перiодичностi їх добутку. Доведемо це спочатку для випадку, коли
кожна з цих функцiй визначена та неперервна на всiй числовiй прямiй.
Спочатку встановимо корисне твердження про множину значень добутку таких
функцiй.
Теорема 9. Нехай f(x) та g(x) — вiдмiннi вiд сталих неперервнi на R перiодичнi
функцiї, головнi перiоди яких дорiвнюють T1 та T2 вiдповiдно. Нехай числа T1 та T2
є несумiрними. Позначимо
m1 = minff(x); x 2 Rg; m2 = minfg(x); x 2 Rg;
M1 = maxff(x); x 2 Rg; M2 = maxfg(x); x 2 Rg:
Нехай m — найменше, а M — найбiльше з чисел m1m2;m1M2;M1m2;M1M2: Тодi
множина значень функцiї F (x) = f(x)g(x) мiстить iнтервал (m;M) та мiститься
у вiдрiзку [m;M ].
Доведення. Оскiльки функцiї f(x) та g(x) є перiодичними, то множини їх значень
збiгаються з множинами їх значень на вiдрiзках [0;T1] та [0;T2] вiдповiдно. Тому цi
функцiї є обмеженими та за другою теоремою Вейєрштрасса набувають свої найбiльшi
та найменшi значення, тобто числаm1;m2;M1;M2 в умовi теореми визначенi коректно.
Нехай m1  0, m2  0 (iншi випадки розглядаються аналогiчно, зробiть це само-
стiйно). Тодi m = m1m2, M = M1M2. Очевидно, що m1m2  f(x)g(x)  M1M2 для
всiх x 2 R, тому множина значень функцiї f(x)g(x) мiститься у вiдрiзку [m;M ]:
Нехай m0;M 0 — довiльнi числа такi, що m1m2 < m0 < M 0 < M1M2.
Виберемо число " > 0 так, що виконується нерiвнiсть (m1 + ") m2 < m0. Нехай x1;
x2 — деякi точки, в яких функцiй f(x) та g(x) набувають найменше значення, тобто
m1 = f(x1), m2 = g(x2): З неперервностi функцiї f(x) випливає, що iснує число  > 0
таке, що для всiх x 2 (x1   ;x1 + ) виконується нерiвнiсть m1  f(x) < m1 + ".
За теоремою Кронекера множина чисел fnT1 + kT2; n; k 2 Zg всюди щiльна в R.
Тому iснують такi числа n; k 2 Z, що x2 + nT1 + kT2 2 (x1   ;x1 + ). Тодi маємо
F (x2 + kT2) =f (x2 + kT2)  g (x2 + kT2) = f (x2 + nT1 + kT2)  g (x2) =
=f (x2 + nT1 + kT2) m2 < (m1 + ") m2 < m0;
тобто функцiя F (x) набуває значення меншi за m0.
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Аналогiчно доводиться, що функцiя F (x) набуває значення бiльшi за M 0. Отже,
iснують t1; t2 2 R такi, що F (t1) < m0 < M 0 < F (t2): Оскiльки функцiя F (x) є
неперервною, то за теоремою Больцано-Кошi вона набуває всi значення з вiдрiзка
[m0;M 0]  [F (t1);F (t2)]. Оскiльки числа m0;M 0 довiльнi, то множина значень функцiї
F (x) мiстить iнтервал (m;M): Теорема доведена. 
Зауваження. Якщо m1 < f(x) < M1 та m2 < g(x) < M2; то зрозумiло, що має
мiсце нерiвнiсть m < F (x) = f(x)g(x) < M: Це допомагає перевiряти, чи належать
множинi значень функцiї F (x) числа m та M .
Приклад 6. Нехай F (x) = sinx sin(
p
2x). Тодi fF (x); x 2 Rg = ( 1; 1): Справдi,
якщо jF (x)j = 1; то j sin xj = j sin(p2x)j = 1: Звiдси x = 
2
+ k та
p
2x = 
2
+ l; де
k; l 2 Z; а отже p2 = 2l+1
2k+1
2 Q; дiстали суперечнiсть.
Приклад 7. Нехай F (x) = cos x cos(
p
3x). Тодi fF (x); x 2 Rg = ( 1; 1] (покажiть
самостiйно, що F (x) набуває значення 1 та не набуває значення  1).
Твердження теореми 9 не можна поширити на функцiї, якi є добутком двох перi-
одичних функцiй iз сумiрними перiодами.
Приклад 8. Нехай F (x) = sin x cos x = 1
2
sin 2x: Тодi для функцiй f(x) = sin x;
g(x) = cosx маємо m1 = m2 =  1; M1 = M2 = 1; але fF (x); x 2 Rg =
 1
2
; 1
2

.
Теорема 10. Нехай f(x) та g(x) — вiдмiннi вiд сталих неперервнi на R перiодичнi
функцiї, головнi перiоди яких дорiвнюють T1 та T2 вiдповiдно. Нехай числа T1 та T2
є несумiрними. Тодi функцiя F (x) = f(x)g(x) є неперiодичною.
Доведення. Припустимо, що функцiя F (x) має деякий перiод T . Тодi множина її
значень на R збiгається з множиною її значень на вiдрiзку [0; T ]; а оскiльки функцiя
F (x) неперервна, то за другою теоремою Вейєрштрасса вона набуває найбiльше та
найменше значення. Нехай maxfF (x); x 2 Rg = F (x0). Згiдно зауваження до теореми
9, у точках x0 + kT; k 2 Z; кожна з функцiй f(x) та g(x) набуває найменше або
найбiльше значення.
Припустимо, що T
T1
2 RnQ. Нехай m1;M1 — найменше та найбiльше значення
функцiї f(x): Розглянемо довiльну точку t0, в якiй m1 < f(t0) < M1. З неперервностi
f(x) випливає, що iснує окiл точки t0, в якому виконується нерiвнiстьm1 < f(x) < M1.
Але множина fx0+ kT +nT1; k; n 2 Zg всюди щiльна в R, тому в цьому околi є точки
вигляду x0+kT +nT1, у яких f(x0+kT +nT1) = f(x0+kT ) 2 fm1;M1g; суперечнiсть.
Отже, T
T1
2 Q.
Аналогiчно доводиться, що T
T2
2 Q, а тому T1
T2
2 Q, що суперечить умовi теореми.
Отже, припущення про перiодичнiсть функцiї F (x) неправильне.
Теорема доведена. 
Зауваження. У випадку, коли функцiї f(x); g(x) є знакосталими, твердження тео-
реми 10 випливає з теореми 8. Для визначеностi припустимо, що f(x) > 0 та g(x) > 0
при всiх x 2 R (iншi можливi випадки зводяться до цього замiною деяких з функцiй
f(x); g(x) на протилежнi). Тодi F (x) > 0 при всiх x 2 R. Очевидно, що функцiї F (x) та
lnF (x) або одночасно перiодичнi з однаковими перiодами, або одночасно неперiодичнi.
Але за теоремою 8 функцiя lnF (x) = ln f(x) + ln g(x) є неперiодичною.
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Доведемо тепер необхiднiсть умови сумiрностi перiодiв функцiй f(x); g(x) для перi-
одичностi їх суми, рiзницi та добутку у випадку, коли хоча б одна з функцiй f(x); g(x)
визначена не на всiй числовiй прямiй.
Теорема 11. Нехай f(x) — визначена на множинi D1  R вiдмiнна вiд ста-
лої неперервна та перiодична функцiя з головним перiодом T1, g(x) — визначена на
множинi D2  R вiдмiнна вiд сталої неперервна та перiодична функцiя з голов-
ним перiодом T2, причому RnD1 6= ? або RnD2 6= ?, а множина D = D1 \ D2 має
хоча б одну внутрiшню точку. Нехай числа T1 та T2 є несумiрними. Тодi функцiї
f(x) g(x), f(x)g(x) є неперiодичними.
Доведення. Припустимо, що функцiя F (x) = f(x)g(x) є перiодичною (для функцiй
f(x)  g(x) доведення є цiлком аналогiчним). Позначимо деякий її перiод T . Нехай
точка x0 є внутрiшньою точкою областi визначення D функцiї F (x); тобто iснує число
 > 0 таке, що (x0   ; x0 + )  D:
Випадок 1. Нехай одночасно RnD1 6= ? та RnD2 6= ?.
Нехай x1 2 RnD1. Тодi функцiя f(x), а отже i функцiя F (x); не визначена у точках
вигляду x1+kT1; k 2 Z. З перiодичностi функцiї F (x) випливає, що ця функцiя також
не визначена у точках вигляду x1 + kT1 + nT; k; n 2 Z.
Припустимо, що T
T1
2 RnQ. Тодi множина fx1 + kT1 + nT; k; n 2 Zg всюди щiльна
в R, а тому в iнтервалi (x0   ;x0 + ) є точки, в яких функцiя F (x) не визначена,
суперечнiсть. Отже, T
T1
2 Q.
Аналогiчно якщо x2 2 RnD2 та TT2 2 RnQ, то функцiя F (x) не визначена у точках
всюди щiльної в R множини fx2 +mT2 + nT; m; n 2 Zg ; i знову маємо суперечнiсть.
Отже T
T2
2 Q.
Оскiльки T
T1
2 Q та T
T2
2 Q; то T1
T2
2 Q, що суперечить умовi теореми.
Випадок 2. Нехай RnD1 6= ?, D2 = R (випадок RnD2 6= ?, D1 = R, розглядається
аналогiчно). Тодi T
T1
2 Q. Позначимо T0 = НСК(T; T1). Число T0 є спiльним перiодом
функцiй f(x) та F (x). Припустимо, що T
T2
2 RnQ, тодi також T0
T2
2 RnQ.
Розглянемо довiльну точку t0 2 D1; для якої f(t0) 6= 0: Тодi при всiх k; n 2 Z маємо
g(t0 + kT0 + nT2) = g(t0 + kT0) =
F (t0 + kT0)
f(t0 + kT0)
=
F (t0)
f(t0)
= g(t0):
Множина ft0 + kT0 + nT2; k; n 2 Zg всюди щiльна в R, тому в довiльному iнтервалi
(x ; x+) є точки цiєї множини, в яких значення функцiї g дорiвнює g(t0). Оскiльки
функцiя g неперервна, то g(x) = g(t0) = const; x 2 R; що суперечить умовi теореми.
Отже, T
T2
2 Q: Але T
T1
2 Q; тому T1
T2
2 Q, що теж суперечить умовi теореми. 
Як наслiдок з теорем 10, 11, отримуємо наступне твердження.
Теорема 12. Нехай f(x) — визначена на множинi D1  R вiдмiнна вiд ста-
лої неперервна та перiодична функцiя з головним перiодом T1, g(x) — визначена на
множинi D2  R вiдмiнна вiд сталої неперервна та перiодична функцiя з головним
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перiодом T2, причому множина D = D1 \ fx 2 D2 : g(x) 6= 0g має хоча б одну вну-
трiшню точку. Нехай числа T1 та T2 є несумiрними. Тодi функцiя F (x) = f(x)=g(x)
є неперiодичною.
Для доведення достатньо зауважити, що F (x) = f(x)  1
g(x)
; де 1
g(x)
— визначена на
множинi fx 2 D2 : g(x) 6= 0g вiдмiнна вiд сталої неперервна та перiодична функцiя з
головним перiодом T2.
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